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MEMOIRE 


Sur  les  conditions  de  resolubilite  des  equations  par  radicaux. 


Le  Memoire  ci-joint  [*]  est  extrait  d’un  ouvrage  que  j’ai  eu  Fhonneur 
de  presenter  a l’Academie  il  y a un  an.  Cet  ouvrage  n’ ay  ant  pas  ete 
compris,  les  propositions  qu’il  renferme  ayant  ete  revoquees  en  doute, 
j’ai  du  me  contenter  de  donner,  sous  forme  synthetique,  les  principes 
generaux , et  une  seule  application  de  ma  theorie.  Je  supplie  mes  juges 
de  lire  du  moins  avec  attention  ce  peu  de  pages. 

On  trouvera  ici  une  condition  generate  a laquelle  satisfait  toute 
equation  soluble  par  radicausc , et  qui  reciproquement  assure  leur  reso- 
lubilite. On  en  fait  l’application  seulement  aux  equations  dontle  degre 
est  un  nombre  premier.  Yoici  le  theoreme  donne  par  notre  analyse  ; 

« Pour  qu’une  equation  de  degre  premier,  qui  n’a  pas  de  diviseurs 
» commensurables , soit  soluble  par  radicaux , il  faut  et  il  suffit  que 
j>  toutes  les  racines  soient  des  functions  rationnelles  de  deux  quelcon- 
» ques  d’entre  elles.  » 

Les  autres  applications  de  la  theorie  sont  elles-memes  autant  de 
theories  particulieres.  Elles  necessitent  d’ailleurs  l’emploi  de  la  theorie 
des  nombres,  et  d’un  algorithme  particulier : nous  les  reservons  pour 
une  autre  occasion.  Elles  sonten  partie  relatives  aux  equations  modu- 
laires  de  la  theorie  des  functions  elliptiques,  que  nous  demontrons  ne 
pouvoir  se  resoudre  par  radicaux. 

Ce  16  janvier  i83i. 


E.  Galois. 


[*]  J’ai  juge  eonvenable  de  placer  en  tete  de  ce  Memoire  la  preface  qu’on.  va  lire,  bien 
que  je  l’aie  trouvee  biffee  dans  le  raanuscrit.  A.  Ck. 
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PRINCIPES. 


Je  commencerai  par  etablir  quelques  definitions  et  une  suite  de 
lemmes  qui  sont  tous  connus. 

Definitions.  Une  equation  est  elite  reductible  quand  elle  admet  des 
diviseurs  rationnels;  irreductible  dans  le  cas  contraire. 

II  faut  ici  expliquer  ce  qu’on  doit  entendre  par  le  mot  rationnel , 
car  il  se  representera  souvent. 

Quand  l’equation  a tous  ses  coefficients  numeriques  et  rationnels , 
cela  veut  dire  simplement  que  l’equation  peut  se  decomposer  en  fac- 
teurs  qui  aient  leurs  coefficients  numeriques  et  rationnels. 

Mais  quand  les  coefficients  d’une  equation  ne  serontpas  tous  nume- 
riques et  rationnels , alors  il  faudra  entendre  par  diviseur  rationnel 
un  diviseur  dont  les  coefficients  s*exprimeraient  en  fonction  rationnelle 
des  coefficients  de  la  proposee,  en  general  par  quantite  rationnelle,  une 
quantite  qui  s’exprime  en  fonction  rationnelle  des  coefficients  de  la 
proposee. 

Il  y a plus  : on  pourra  convenir  de  regarder  comme  rationnelle 
toute  fonction  rationnelle  d’un  certain  nombre  de  quantites  determi- 
nees,  supposees  connues  a priori.  Par  exemple,  on  pourra  choisir  une 
certaine  racine  d’un  nombre  entier,  et  regarder  comme  rationnelle 
toute  fonction  rationnelle  de  ce  radical. 

Lorsque  nous  conviendrons  de  regarder  ainsi  comme  connues  de 
certaines  quantites , nous  dirons  que  nous  les  adjoignons  a 1’equation 
qu’il  s’agit  de  resoudre.  Nous  dirons  que  ces  quantites  sont  adjointtis 
a I’equation. 

Cela  pose , nous  appellerons  rationnelle  toute  quantite  qui  s’exprimera 
en  fonction  rationnelle  des  coefficients  de  l’equation  et  d’un  certain 
nombre  de  quantites  adjointes  a Pequation  et  convenues  arbitrairement. 

Quand  nous  nous  servirons  d’equations  auxiliaires,  elles  seront  ra- 
tionnelles,  si  leurs  coefficients  sont  rationnels  en  notre  sens. 

On  voit,  au  surplus,  que  les  proprietes  et  les  difficultes  d’une  equa- 
tion peuvent  etre  tout  a fait  differentes  suivant  les  quantites  qui  lui 
sont  adjointes.  Par  exemple,  l’adjonction  d’une  quantite  peut  rendre 
reductible  une  equation  irreductible. 
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Ainsi,  quand  on  adjoint  a Tequation 

— -i,  j ^ 

— _ ■ =0,  ou  n est  premier, 

une  racine  d’une  des  equations  auxiliaires  de  M.  Gauss  , cette  equation 
se  decompose  en  facteurs , et  devient  par  consequent  reducible. 

Les  substitutions  sont  le  passage  d’une  permutation  a 1’autre. 

La  permutation  d’ou  l’on  part  pour  indiquer  les  substitutions  est 
toute  arbitraire,  quand  il  s’agit  de  fonctions;  car  il  n’y  a aucune  raison 
pour  que , dans  une  fonction  de  plusieurs  lettres , une  leftre  occupe  nn 
rang  plutot  qu’un  autre. 

Cependant , comme  on  ne  peut  guere  se  former  l’idee  d’une  substi- 
tution sans  se  former  celle  d’une  permutation,  nous  ferons  dans  lelan- 
gage  un  emploi  frequent  des  permutations , et  nous  ne  considererons 
les  substitutions  que  comme  le  passage  d’une  permutation  a une  autre. 

Quand  nous  voudrons  grouper  des  substitutions,  nous  les  ferons 
toutes  provenir  d’une  meme  permutation. 

Comme  il  s’agit  toujours  de  questions  ou  la  disposition  primitive 
des  lettres  n’influe  en  rien  dans  les  groupes  que  nous  considererons , 
on  devra  avoir  les  memes  substitutions , quelle  que  soit  la  permutation 
d’ou  l’on  sera  parti.  Done , si  dans  un  pared  groupe  on  a les  substitu- 
tions S et  T,  on  est  sur  d’ avoir  la  substitution  ST. 

Telles  sont  les  definitions  que  nous  avons  cru  devoir  rappeler. 

Lemme  I.  « Une  equation  irreductible  ne  peut  avoir  aucune  ra- 
» cine  commune  avec  une  equation  rationnelle,  sans  la  diviser.  » 

Car  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  l’equation  irreductible 
et l’autre equation , sera  encore  rationnel;  done,  etc. 

Lemme  II.  « Etant  donn6e  une  equation  quelconque,  qui  n’a  pas 
» de  racines  egales  , dont  les  racines  sont  a , b,  c , . . . , on  peut  tou- 
» jours  former  une  fonction  Y des  racines , telle  qu’aucune  des  valeurs 
» que  Ton  obtient  en  permutant  dans  cette  fonction  les  racines  de 
» toutes  manieres , ne  soient  egales.  » 

Par  exemple , on  peut  prendre 

V = Aa-bB£-+-Cc-t-  ...., 

A,  B,  C etant  des  nombres  entiers  convenablement  choisis. 
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Lesime  III.  <c  La  fonction  V etant  choisie  comme  il  est  indique 
» dans  l’article  precedent,  elle  jouira  de  cette  propriete,  que  toutes 
« les  racines  de  1’ equation  proposee  s’exprimeront  rationnellement  en 
fonction  de  V.  » 

En  effet,  soit 

Y = <p(a,  b,  c,  d,  . . .), 

ou  bien 

Y — <p  (a,  b,  c , d = o. 

Multiplions  entre  elles  toutes  les  equations  semblables , que  Ton  ob- 
tient  en  permutant  dans  celles-ci  toutes  les  lettres , la  premiere  seule- 
ment  restant  fixe ; il  viendra  une  expression  suivante  : 

[Y  —<p{a,  b9c,d,...)][V—<p(a,c,b,d9...)]  [V—  <p  {a,  b,  d,  c,. 

symetrique  en  b,  c,  d,...,  laquelle  pourra  par  consequent  s’ecrire  en 
fonction  de  a.  Nous  aurons  done  une  equation  de  la  forme 

E (Y,  a)  = o. 

Or  je  dis  que  de  la  on  peut  tirer  la  valeur  de  a.  Il  suffit  pour  cela  de 
chercher  la  solution  commune  a cette  equation  et  a la  proposee.  Cette 
solution  est  la  seule  commune , car  on  ne  peut  avoir,  par  exemple , 

F(V,6)  = o, 

cette  equation  ayant  un  facteur  commun  avec  l’equation  semblable , 
sans  quoi  l’une  des  fonctions  f (a,  . ..)  serait  egale  a Tune  des  func- 
tions (p{b, ...);  ce qui  est  contre  l’hypothese. 

Il  suit  de  la  que  a s’exprime  en  fonction  rationnelle  de  Y,  et  il  en 
est  de  meme  des  autres  racines. 

Cette  proposition  [*]  est  citee  sans  demonstration  par  Abel , dans  le 
Memoire  posthume  sur  les  fonctions  elliptiques. 

Lemme  IV.  « Supposons  que  l’on  ait  forme  i’equation  en  Y,  et 


[*]  Il  est  reraarquable , que  de  cette  proposition  on  peut  conclure  que  toute  equa- 
tion depend  d’une  equation  auxiliaire  telle,  que  toutes  les  racines  de  cette  nouvelle 
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» que  l’on  ait  pris  Pun  de  ses  facteurs  irreductibles , en  sorte  que  Y 
» soit  racine  d’une  equation  irreductible.  Soient  Y,  Y',  Y", . . . les  ra- 
» cines  de  cette  equation  irreductible.  Si  a = f(V)  estune  des  racines 
» dela  proposee,  _/(  Y' ) de  meme  sera  une  racine  de  la  proposee.  » 
En  effet,  en  multipliant  entre  eux  tous  les  facteurs  de  la  forme 
V—  <p  (a,  b,  c , . . .,  d) , ou  l’on  aura  opere  sur  les  lettres  toutes  les 
permutations  possibles,  on  aura  une  equation  rationnelle  en  Y,  la- 
quelle  se  trouvera  necessairement  divisible  par  l’equation  en  ques- 
tion j done  Y'  doit  s’obtenir  par  1’echange  des  lettres  dans  la  fonction  Y. 
Soit  F (Y,  a)  = o Pequation  qu’on  obtient  en  permutant  dans  Y toutes 
les  lettres,  hors  la  premiere.  On  aura  done  F(Y',  b)  — o,  b pou- 
vant  etre  egal  k a,  mais  etant  certainement  Pune  des  racines  de  Pequa- 
tion proposee ; par  consequent , de  meme  que  de  la  proposee  et  de 
F(Y,  a)  — o est  resulte  a=/(Y),  de  meme  il  resultera  de  la  pro- 
posee et  de  F (V',  b)  = o combinees,  la  suivante  b = /’(V'). 

PROPOSITION  I. 

THEORiME.  « Soit  une  equation  donnee , dont  a , b,  c,  ...  sont  les 
» m racines.  Il  y aura  toujours  un  groupe  de  permutations  des  lettres 
» a,  b,  c,.. . qui  jouira  de  la  propriete  suivante  .* 

» i°.  Que  toute  fonction  des  racines , invariable  [*]  par  les  substi- 
» tutions  de  ce  groupe , soit  rationnellement  connue  ; 

» 20.  Reciproquement,  que  toute  fonction  des  racines,  determinable 
» rationnellement,  soit  invariable  par  les  substitutions.  » 


equation  soient  des  fonetions  rationnelles  les  lines  des  autres ; car  l’equation  auxiliaire 
en  Y est  dans  ce  cas. 

Au  surplus,  cette  remarque  est  purement  curieuse.  En  effet,  une  equation  qui  a 
cette  propriete  n’est  pas , en  general , plus  facile  a resoudre  qu’une  autre. 

[*]  Nous  appelons  ici  invariable  non-seulement  une  fonction  dont  la  forme  est 
invariable  par  les  substitutions  des  racines  entre  elles , mais  encore  celle  dont  la  valeur 
nnmerique  ne  varierait  pas  par  ces  substitutions.  Par  exemple , si  Fa:=  o est  une  equa- 
tion , Far  est  une  fonction  des  racines  qui  ne  varie  par  aucune  permutation. 

Quand  nous  disons  qu’une  fonction  est  rationnellement  connue,  nous  voulons  dire 
que  sa  valeur  numerique  est  exprimable  en  fonction  rationnelle  des  coefficients  de  l’e- 
quation  et  des  quantites  adjointes. 
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(Dans  le  cas  des  equations  algebriques , ce  groupe  n’est  autre  chose 
que  l’ensemhle  des  i . 2 . 3 . . . . m permutations  possibles  sur  les  m 
lettres,  puisque,  dans  ce  cas,  les  fonctions  sym6triques  sont  seules 
determinables  rationnellement. ) 

(Dans  le  cas de liquation  • = o , si l’on  suppose  a — r , b = rff, 

c = g etant  une  racine  primitive,  le  groupe  de  permutations 

sera  simplement  celui-ci : 


abed  . . . 

. . - , k 

bed .... 

. . . ka 

cd.  ...  . 

. . .kab 

kabc  . . . 

. . . . r ; 

dans  ce  cas  particulier,  le  no mbre  des  permutations  est  egal  au  degre 
de  F equation  , et  la  meme  chose  aurait  lieu  dans  les  equations  dont 
toutes  les  racines  seraient  des  fonctions  rationnelles  les  unes  des 
autres.) 

Demonstration.  Quelle  que  soit  l’equation  donnee,  on  pourra 
trouver  une  fonction  rationnelle  V des  racines,  telle  que  toutes  les 
racines  soient  fonctions  rationnelles  de  V.  Celapose,  considerons  Fequa- 
tion  irreductible  dont  V est  racine  (lemmes  III  et  IV).  Soient  V,  V', 
V", . . . , V("~4)  les  racines  de  cette  equation.- 

Soient  <pV,  ^V,  <p2V, . . <pTO_,V  les  racines  de  la  proposee. 

Ecrivons  les  n permutations  suivantes  des  racines 


oo 

<?V> 

?2V , . . . , 

?1-|V, 

(vo 

9Y', 

?2V',..., 

9>m-iV', 

oh 

?V", 

«p2V",..., 

9m- |V", 

<pV(n"{>, 

<ptV<"-4>, 

9m-^ 

je  dis  que  ce  groupe  de  permutations  jouit  dela  propriete  enoncee. 

Eneffet,  i°  toute  fonction  F des  racines,  invariable  par  les  substh 
tutions  de  ce  groupe,  pourra  etre  ecrite  ainsi:  F = i{>V,  et  l’on  aura 

— ^V'  = 4»'V/'  = . . . — ^V(/*~4). 

La  valeur  de  F pourra  done  se  determiner  rationnellement. 
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2°.  Reciproquement.  Si  une  fonction  F est  determinable  rationuei- 
lement,  et  que  l’on  pose  F = c|;V,  on  devra  avoir 

<j,Y  = ^Y'  — ^Y"  = . . . = ^Y(n“°, 

puisque  l’equation  en  Y n’a  pas  de  diviseur  commensurable  et  que  V 
satisfait  a T equation  F ==  i{/Y,  F etant  une  quantite  rationnelle.  Done 
la  fonction  F sera  necessairement  invariable  par  les  substitutions  du 
groupe  ecrit  ci-dessus. 

Ainsi,  ce  groupe  jouit  de  la  double  propriete  dont  il  s’agit  dans  le 
theoreme  propose.  Le  th6oreme  est  done  demontrA 

Nous  appellerons  groupe  de  1’ equation  le  groupe  en  question. 

Scolie  i . Il  est  evident  que  dans  le  groupe  de  permutations  dont  il 
s’agit  ici,  la  disposition  des  lettres  n’est  point  a considerer,  mais  seule- 
mentles  substitutions  de  lettres  par  lesquelles  on  passe  d’une  permu- 
tation a 1’ autre. 

Ainsi  l’on  peut  se  donner  arbitrairement  une  premiere  permutation, 
pourvu  que  les  autres  permutations  s’en  deduisent  toujours  par  les 
memes  substitutions  de  lettres.  Le  nouveau  groupe  ainsi  forme  jouira 
evidemment  des  memes  proprietes  que  le  premier , puisque  dans  le 
theoreme  precedent , il  ne  s’agit  que  des  substitutions  que  l’on  peut 
faire  dans  les  fonctions. 

Scolie  2.  Les  substitutions  sont  independantes  meme  du  nombre 
des  racines. 

PROPOSITION  II. 

Theoreme  [*].  « Si  Ton  adjoint  a une  equation  donnee  la  racine  r 


[*]  Dans  l’enonce  du  theoreme,  apres  ces  mots : « la  racine  r d’une  equation  auxi- 
liaire  irreductible,  » Galois  avait  mis  d’abord  ceux-ci : « de  degre  p premier,  » qu’il 
a effaces  plus  tard.  De  meme,  dans  la  demonstration,  au  lieu  de  a r,  r'}  r", . . . etant 
d’autres  valeurs  de  r,  » la  redaction  primitive  portait : « r,  r',  r",...  etant  les  diverses 
valeurs  de  r.  » Enfin  on  trouve  a la  marge  du  raanuscrit  la  note  suivante  de  1’auteur  : 

« Il  y a quelque  chose  a completer  dans  cette  demonstration.  Je  n’ai  pas  le  temps.  » 
Cette  ligne  a ete  jeteeavecime  grande  rapidite  sur  le  papier;  circonstance qui,  jointe 
aux  mots : « Je  n’ai  pas  le  temps  » , me  fait  penser  que  Galois  a relu  son  Memoire  pour 
le  corriger  avant  d’aller  sur  le  terrain.  A.  Ch. 
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» d’une  equation  auxiliaire  irreductible , i°  il  arrivera  de  deux  choses 
» l’une  : ou  bien  le  groupede  1’ equation  ne  sera  pas  change,  ou  bien 
» il  se  partagera  en  p groupes  appartenant  chacun  a l’equation  pro- 
» posee  respectivement  quand  on  lui  adjoint  chacune  des  racines  de 
» l’equation  auxiliaire;  a0  ces  groupes  jouiront  de  la  propriete  re- 
» marquable,  que  Ton  passera  de  Tun  a l’autreen  operant  dans  toutes 
» ies  permutations  du  premier  une  meme  substitution  de  lettres.  » 
i°.  Si,  apres  l’adjonction  de  r,  1’ equation  en  V,  dontil  est- question 
plus  haut,  reste  irreductible,  il  est  clair  que  le  groupe  de  l’equation 
ne  sera  pas  change.  Si,  au  contraire,  elle  sereduit,  alors  l’equation  en 

V se  decomposera  en  p facteurs,  -tous  de  meme  degre  et  de  la  forme 

/(V,r)x/(V,r')x/(V,r")x..., 

r,  r',  r", . . . etant  d’autres  valeurs  de  r.  Ainsi  le  groupe  de  l’equation 
proposee  se  decomposera  aussi  en  groupes  chacun  d’un  meme  nombre 
de  permutations,  puisqu’a  chaque  valeur  de  V correspond  une  permu- 
tation. Ces  groupes  seront  respectivement  ceux  de  l’equation  proposee, 
quand  on  lui  adjoindra  successivement  r,  r',  r"f . . . 

2°.  Nous  avons  vu  plus  haut  que  toutes  les  valeurs  de  V etaient  des 
functions  rationnelles  les  lines  des  autres.  D’ apres  cela,  supposons  que 

V etant  une  racine  de  jf(Y,  r)  — o,  F(Y)  en  soit  une  autre;  il  est  clair 
que  de  meme  si  Y'  est  une  racine  de  f{ Y,  rr)  = o , F (Y')  en  sera  une 
autre;  carl’ on  aura 

f [F(Y),  r]  = une  fonction  divisible  par  f[Y , r). 

Done  ( lemme  i) 

jf[F(V/),  r']  = une  fonction  divisible  par  f(  V',  r'). 

Cela  pose , je  dis  que  l’on  obtient  le  groupe  relatif  a r'  en  operant 
partout  dans  le  groupe  relatif  a r une  meme  substitution  de  lettres. 

En  effet,  si  Ton  a,  par  exemple, 

<P,F(V)  = ?,(V), 
on  aura  encore  (lemme  i) 


PURES  ET  APPLIQUEES. 

Done,  pour  passer  de  la  permutation  [F  (V)]  a la  permutation  [F  (V')], 
il  faut  faire  la  meme  substitution  que  pour  passer  de  la  permutation  (Y) 
a la  permutation  (Y')« 

Le  theoreme  est  done  d^montre. 

PROPOSITION  III. 

Theoreme.  « Si  1’on  adjoint  a une  equation  toutes  les  racines  d’une 
» equation  auxiliaire , les  groupes  dont  il  est  question  dans  le  theo- 
» reme  II  jouiront  de  plus  de  cette  propriete,  que  les'substitutions  sont 
» les  memes  dans  chaque  groupe.  » 

On  trouvera  la  demonstration  [*]. 

PROPOSITION  IY. 

Theoreme.  « Si  l’on  adjoint  a une  equation  la  valeur  numerique 
» d’une  certaine  fonction  de  ses  racines,  le  groupe  de  l’equation 
» s’abaissera  de  maniere  a n’avoir  plus  d’autres  permutations  que 
» celles  par  lesquelles  cette  fonction  est  invariable.  » 

En  effet , d’apres  la  proposition  I , toute  fonction  connue  doit  etre 
invariable  paries  permutations  du  groupe  de  l’equation. 


[*]  Dans  le  manuscrit,  1’enonce  du  theoreme  qu’on  vient  de  lire  se  trouve  en  marge 
el  en  remplace  un  autre  que  Galois  avait  ecrit  avec  sa  demonstration  sous  le  meme  titre : 
Proposition  III.  Voici  le  texte  primitif : Theoreme.  « Si  l’equation  en  r est  de  la  forme 
» rP  — A,  et  que  les  racines piimts  de  l’unite  se  trouventau  nombre  des  quantites  prece- 
» demment  adjointes , les  p groupes  dont  il  est  question  dans  le  theoreme  II  jouiront 
de  plus  de  cette  propriete,  que  les  substitutions  de  lettres  par  lesquelles  on  passe 
„ d’une  permutation  a une  autre  dans  chaque  groupe  soient  les  memes  pour  tous  les 
» groupes.  » En  effet , dans  ce  cas , il  revient  au  meme  d’adjoindre  a I’equation  telle  ou 
telle  valeur  de  r.  Par  consequent , ses  proprietes  doivent  etre  les  memes  apres  l’adjonc- 
tion  de  telle  ou  telle  valeur.  Ainsison  groupe  doit  etre  le  meme  quant  aux  substitutions 
(Proposition I,  scolie).  Done,  etc. 

Tout  cela  est  efface  avec  soin;  le  nouvel  enonce  porte  la  date  i832,  et  montre,  par  la 
manure  dont  il  est  ecrit , que  l’auteur  etait  extremement  presse,  ce  qui  confirme  l’as- 
sertion  que  j’ai  avancee  dans  la  note  precedents.  A.  Ch. 
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PROPOSITION  Y. 

Problems.  « Dans  quels  cas  une  equation  est-elle  soluble  par  de 
» simples  radicaux?  » 

J’observerai  d’abord  que,  pour  resoudre  une  equation,  il  faut  sue- 
cessivement  abaisser  son  groupe  jusqo’a  ne  contenir  plus  qu’une  seule 
permutation.  Car,  quand  une  equation  est  resolue , une  fonction  quel- 
conque  de  ses  racines  est  connue,  meme  quand  elle  n’est  invariable  par 
aucune  permutation. 

Gela  pose,  cherchons  k quelle  condition  doit  satisfaire  le  groupe 
d’une  equation , pour  qu’il  puisse  s’ abaisser  ainsi  par  l’adjonction  de 
quantites  radicales. 

Suivons  la  marche  des  operations  possibles  dans  cette  solution,  en 
considerant  comme  operations  distinctes  1’extraction  de  chaque  raeine 
de  degre  premier. 

Adjoignons  a l’equation  le  premier  radical  extrait  dans  la  solution. 
II  pourra  arriver  deux  cas  : ou  bien , par  Padjonetion  de  ce  radical , le 
groupe  des  permutations  de  l’equation  sera  diminue;  ou  bien,  cette 
extraction  de  raeine  n’etant  qu’une  simple  preparation , le  groupe  res- 
tera  le  meme. 

Toujours  sera-t-il  qu’apres  un  certain  nombre fini  d’ extractions  de 
racines , le  groupe  devra  se  trouver  diminue , sans  quoi  P equation  ne 
serait  pas  soluble. 

Si,  arrive  a ce  point,  il  y avait  plusieurs  manieres  de  diminuer  le 
groupe  de  1’equation  proposee  par  une  simple  extraction  de  raeine,  il 
faudrait,  pour  ce  que  nous  allonsdire,  considerer  seulement  un  ra- 
dical du  degre  le  moins  haut  possible  parmi  tous  les  simples  radicaux , 
qui  sont  tels  que  la  connaissance  de  chacun  d’eux  diminue  le  groupe 
de  1’ equation. 

Soit  done  p le  nombre  premier  qui  represente  ce  degre  minimum , en 
sorte  que  par  une  extraction  de  raeine  de  degre  p,  on  diminue  le 
groupe  de  1’ equation. 

Nous  pouvons  toujours  supposer,  du  moins  pour  ce  qui  est  relatif 
augroupe.de  l’equation,  que  parmi  les  quantites  adjointes  precedem- 
n*ent  a l’equation  se  trouve  une  raeine  plkme  de  Punite,  a.  Car,  comme 
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cette  expression  s’obtient  par  des  extractions  de  racines  de  degre  in- 
ferieur  a p,  sa  connaissauce  n’alterera  en  rien  le  groupe  de  liquation. 

Par  consequent,  d’apres  les  theoremes  II  etIII,  le  groupe  de  1’equa- 
tion  devra  se  decomposer  en  p groupes  jouissant  les  uns  par  rapport  aux 
autres  de  cette  double  propriete  : i°  Que  Ton  passe  de  Pun  a l’autre 
par  une  seule  et  meme  substitution ; 20  que  tous  contiennent  les  memes 
substitutions. 

Je  dis  reciproquement , que  si  le  groupe  de  liquation  peut  se  par- 
tageren  p groupes  quijouissent  de  cette  double  propriete,  on  pourra, 
par  une  simple  extraction  de  racine  ple'ne , et  par  l’adjonction  de  cette 
racine  plime , reduire  le  groupe  de  l’equation  a Fun  de  ces  groupes 
par  dels. 

Prenons , en  effet , une  fonction  des  racines  qui  soit  invariable  pour 
toutes  les  substitutions  de  l’un  des  groupes  partiels,  et  varie  pour 
toute  autre  substitution.  (II  suffit,  pour  cela,  de  ehoisir  une  fonction 
symetrique  des  diverses  valeurs  que  prend , par  toutes  les  permuta- 
tions de  Fun  des  groupes  partiels , une  fonction  qui  n’est  invariable 
pour  aucune  substitution.) 

Soit  9 cette  fonction  des  racines. 

Operons  sur  la  fonction  9 une  des  substitutions  du  groupe  total  qui 
ne  lui  sont  pas  communes  avec  les  groupes  partiels.  Soit  9i  le  r^sultat. 
Operons  sur  la  fonction  9t  la  meme  substitution,  et  soit  02  le  resultat, 
et  ainsi  de  suite. 

Comme  p est  un  nombre  premier,  cette  suite  ne  pourra  s’arreter 
qu’au  terme  9^ , ensuite  l’on  aura  6p=9n  9p+i=9t,  et  ainsi  de  suite. 

Cela  pose , il  est  clair  que  la  fonction 

( 9 + cc292  + • • * ctp  1 9p^ {)p 

sera  invariable  par  toutes  les  permutations  du  groupe  total,  et,  par 
consequent , sera  actuellement  connue. 

Si  l’on  extrait  la  racine  plhme  de  cette  fonction , et  qu’on  l’adjoigne 
a Fequation,  alors,  par  la  proposition  IV,  le  groupe  de  l’equation  ne 
contiendra  plus  d’ autres  substitutions  que  celles  des  groupes  partiels. 

Ainsi,  pour  que  le  groupe  d’une  equation  puisse  s’abaisser  par  une 
simple  extraction  de  racine,  la  condition  ci-dessus  est  necessaire  et 
suffisante. 
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Adjoignons  k 1’ equation  le  radical,  en  question;  nous  pourrons  rai- 
sonner  maintenant  sur  le  nouveau  groupe  comme  sur  le  precedent,  et 
il  faudra  qu’il  se  decompose  lui-meme  de  la  maniereindiquee,  etainsi 
de  suite,  jusqu’k  un certain  groupe  quine contiendra plus  qu’une seule 
permutation. 

S colie.  liestaise  d’ observer  cette  marcke  dans  la  resolution  connue 
des  equations  generates  du  quatrieme  degre.  En  effet,  ces  equations 
se  resolvent  au  moyen  d’une  equation  du  troisieme  degre,  qui  exige 
elle-meme  1’ extraction  d’une  racine  carree.  Dans  la  suite  naturelle  des 
idees , c’est  done  par  cette  racine  carree  qu’il  faut  commencer . Or,  en  ad- 
joignant  a 1’equation  du  quatrieme  degre  cette  racine  carree,  le  groupe 
de  1’  equation , qui  contenait  en  tout  vingt-quatre  substitutions , se  de- 
compose en  deux  qui  n’en  contiennent  que  douze.  En  designant  par 
a,  b,  c,  d les  racines , voici  I’un  de  ces  groupes  : 


abed , 

aedb , 

adbc , 

bade, 

cabd , 

dacb , 

edab, 

dbac , 

bead, 

deba, 

bdea , 

cbda . 

Maintenant  ce  groupe  se  partage  lui-meme  en  trois  groupes , comme 
il  est  indique  aux  theoremes  U etIII.  Ainsi,  par  1’ extraction  d’un  seul 
radical  du  troisieme  degre , il  reste  simplement  le  groupe 

abed, 
bade, 
edab , 
dcba\ 

ce  groupe  se  partage  de  nouveau  en  deux  groupes : 

abed,  edab, 

bade , deba. 

Ainsi , apres  une  simple  extraction  de  racine  carree , il  restera 

abed, 
bade ; 
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ce  qui  se  resoudra  enfin  par  une  simple  extraction  de  racine  carree. 

On  obtient  ainsi,  soit  la  solution  de  Descartes , soit  celle  d’Euler ; 
car,  bien  qu’apres  la  resolution  de  l’equation  auxiliaire  du  troisieme 
degre , ce  dernier  extraye  trois  racines  carrees , on  sait  qu’il  suffit  de 
deux,  puisque  la  troisieme  s’en  deduit  rationnellement. 

Nous  allons  maintenant  appliquer  cette  condition  aux  equations  ir- 
reductibles  dont  le  degre  est  premier. 

Application  aux  equations  irreductibles  de  degre  premier. 

PROPOSITION  VI. 

Lemme.  « Une  equation  irreductible  de  degre  premier  ne  peut  de- 
» venir  reductible  par  I’adjonction  d’un  radical  dont  1’indice  serait  autre 
» que  le  degre  meme  de  1’equation.  » 

Gar  si  r,  r',  r", . . . sont  les  diverses  valeurs  du  radical,  et  Fx  — o 
I’equation  proposee,  il  faudrait  que  Fx  se  partageat  en  facteurs 

f{x,  r)  xj{x,  r')x  . . 

tous  de  meme  degre,  ce  qui  ne  se  peut,  a moins  que  f(x,  r)  ne  soit 
du  premier  degre  en  x. 

Ainsi  une  equation  irreductible  de  degre  premier  ne  peut  devenir 
reductible,  a moins  que  son  groupe  ne  se  reduise  a une  seule  per- 
mutation. 


proposition  vn. 

Probleme.  « Quel  est  le  groupe  d’une  equation  irreductible  d’un 
» degre  premier  n , soluble  par  radicaux?  » 

D’apres  la  proposition  prec^dente,  le  plus  petit  groupe  possible 
avant celui  qui  n’a  qu’une  seule  permutation,  contiendra  n permuta- 
tions. Or  un  groupe  de  permutations  d’un  nombre  premier  n de  lettres 
ne  peut  se  reduire  k n permutations,  a moins  que  l’une  de  ces  permu- 
tations ne  se  deduise  de  1’autre  par  une  substitution  circulaire  de  l’or- 
dre  n.  (Voir  le  Memoire  de  M.  Cauchy,  Journal  de  VEcole  Poly  tech- 
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niqne,  xvnc  cahier.)  Ainsi  l’avant-dernier  groupe  sera 


1 X0} 

OC  j * ■OC  2 9 

xn_3 , 

Xn — ^ i , 

l Xf , 

Xii  X3J 

xA1...1  Xn_2) 

o 

T 

(G) 

v &21 

X3, 

Xq  , Xt  , 

\ x„^t , 

X0i  X{i 

Xn—i  j xn_2 , 

x0  , JCf  , X2j  < 

■ * - 5 Xn_i 

etant  les 

racines. 

Maintenant,  le  groupe  qui  precedera  immediatement  celui-ci  dans 
l’ordre  des  decompositions  devra  se  composer  d’un  certain  nombre  de 
groupes  ayant  tous  les  memes  substitutions  que  celui-ci.  Or  j’observe 
que  ces  substitutions  peuvent  s’ exprimer  ainsi:  (Faisons  en  general 
xn  — x0,  xn+i  = ocK  , , . . , il  est  clair  que  chacune  des  substitutions 
du  groupe  (G)  s’obtient  en  mettant  partout  a la  place  de  xk,  xk+c, 
c etant  une  constante.) 

Gonsiderons  l’un  quelconque  des  groupes  sembiables  au  groupe  (G). 
D’apres  le  theoreme  II,  il  devra  s’obtenir  en  operant  partout  dans  ce 
groupe  une  meme  substitution ; par  exemple , en  mettant  partout  dans 
le  groupe  (G),  a la  place  de  xk1  Xf[k),f  etant  une  certaine  fonction. 

Les  substitutions  de  ces  nouveaux  groupes  devant  etre  les  memes 
que  celles  du  groupe  (G) , on  devra  avoir 

f{k-hc)  =/(*)  + C, 

C etant  independant  de  k. 

Done 

/(*•+•  ac)  =/(*)  + aC, 


f ( k -h  me)  —f  ( k ) + mC. 
Si  c = i,  k = o,  on  trouvera 


ou  bien 


f (in)  — am  -4-  b , 
f(k)  = ak  -E  bt 


a et  b etant  des  constantes. 
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Done  le  groupe  qui  precede  immediatement  le  groupe  (G)  ne  devra 
contenir  que  des  substitutions  telles  que 

'X'k  i 3'ak+b  1 

et  ne  contiendra  pas,  par  consequent,  d’ autre  substitution  circulaire 
que  celle  du  groupe  (G). 

On  raisonnera  sur  ce  groupe  commesurle  precedent,  et  il  s’en- 
suivra  que  le  premier  groupe  dans  i’ordre  des  decompositions,  e’est- 
a-dire  le  groupe  actuel  de  l’equation , ne  peut  contenir  que  des  substi- 
tutions de  la  forme 

3-k  i dCak+b’ 

Done,  « si  une  equation  irreductible  de  degre  premier  est  soluble 
par  radicaux,  le  groupe  de  cette  equation  ne  saurait  contenir  que  des 
substitutions  de  la  forme 

X/i , 3Cak+b  1 

a et  b etant  des  constantes.  » 

Reciproquement , si  cette  condition  a lieu,  je  dis  que  1’ equation 
sera  soluble  par  radicaux.  Considerons,  en  effet,  les  fonctions 

(.r0  4-  axx  -f-  v?x2  4- 4-  a n~*  xn„K  )”  — X4 , 

( pc0  -+-  CLXa  h-  azx2a  4- 4-  a"-1  «r = Xa, 

\X0  4"  Ci~X2a2  -{- 4“  (t]l~ 1 — Xfl», 


a etant  une  raeine  nihne  de  T unite,  a une  racine  primitive  de  n. 

II  est  clair  que  toute  function  invariable  par  les  substitutions  circu- 
lates des  quantites  X1?  Xa , Xai , . . . sera,  dans  ce  cas,  immedia- 
tement connue.  Done  on  pourra  trouver  X, , Xa,  Xas , . . . , par  la 
methode  de  M.  Gauss  pour  les  equations  binomes.  Done,  etc. 

Ainsi,  pour  qu’une  equation  irreductible  de  degre  premier  soit  so- 
luble.par  radicaux,  il faut  etil  suffit  que  toute  fonction  invariable  par 
les  substitutions 


soit  rationnellement  connue. 


/ 

/ 
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Ainsi  la  fonction 

(X4  — X)  (Xa  — X)  Xai  — X) . . . 

devra,  quel  que  soit  X,  etre  connue. 

11  jaut  done  et  il  sijjit  que  l’equation  qui  donne  cette  fonction  des 
raeines  admette , quel  que  soit  X , une  valeur  rationnelle. 

Si  l’equation  proposee  a tous  ses  coefficients  rationnels ; l’equation 
auxiliaire  qui  donne  cette  fonction  les  aura  tous  aussi , et  il  suffira  de 
reconnaitre  si  cette  equation  auxiliaire  du  degre  i.a-3. . . (n  — 2)  a ou 
non  une  racine  rationnelle,  ce  que  l’on  sait  faire. 

G’est  lk  le  moyen  qu’il  faudrait  employer  dans  la  pratique.  Mais 
nous  allons  presenter  le  theoreme  sous  une  autre  forme. 

PROPOSITION  vm. 


Theoreme.  « Pour  qu’une  equation  irreductible  de  degre  premier 
» soit  soluble  par  radicaux , il  jaut  et  il  suffit  que  deux  quelconques 
» des  raeines  etant  connues,  les  autres  s’en  deduisent  rationnelle- 
» ment.  » 

Premierement , il  le  faut , car  la  substitution 

J •X'ak-bb 

ne  laissant  jamais  deux  lettres  a la  meme  place,  il  est  clair  qu’en  adjoi- 
gnant  deux  raeines  a l’equation,  par  la  proposition  IV,  son  groupe 
devra  se  reduire  a une  seule  permutation. 

Eu  second  lieu,  cela  suffit  j car,  dans  ce  cas,  aucune  substitution  du 
groupe  ne  laissera  deux  lettres  aux  memes  places.  Par  consequent,  le 
groupe  contiendra  tout  au  plus  n(n  — 1)  permutations.  Done  il  ne 
contiendra  qu’une  seule  substitution  circulaire  (sans  quoi  il  y aurait 
au  moins  n2  permutations).  Done  toute  substitution  du  groupe,  xfk} 

devra  satisfaire  a la  condition 


f(k  -h  c)  =fk  -h  C, 


Done,  etc. 

Le  theoreme  est  done  d4montre. 
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Exemple  du  theoreme  VII. 

Soit  n — 5;  le  groupe  sera  le  suivant : 

abcde 

bcdea 

cdeab 

deahc 

eabcd 


acebd 

cebda 

ebdac 

hdace 

daceb 

aedcb 

edcba 

dcbae 

cbaed 

baedc 

axlbec 

dbeca 

becad 

ecadb 

cadbe. 


